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基于通胀的最优投资－消费、闲暇和自愿退休问题

恽　珍，费为银，梁　勇
（安徽工程大学 数理学院，安徽 芜湖２４１０００）

摘要：考察通胀环境对一个带有Ｃｏｂｂ－Ｄｏｕｇｌａｓ效用函数的代理人的最优投资－消费、闲暇和自愿退

休的影响。用通胀对代理人的财富过程进行折现，推导出了财富过程的动力学方程；将代理人生

命周期分为低闲暇、高闲暇和退休后３个阶段，获得值函数的解析解和关于投资消费、闲暇和退休

的最优决策明确表达式；结合数值模拟，分析了财富水平和通胀不确定因素对消费和投资的影响。
结果表明：消费和投资均随着财富水平的增加而增加；通胀的不确定性对消费和投资的影响在每

个阶段存在不同的趋势。
关键词：通胀；投资－消费和闲暇；自愿退休；Ｃｏｂｂ－Ｄｏｕｇｌａｓ效用；动态规划法
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　　最优投资消费问题是金融学研究的重要方向之

一，早在１９６９年，文献［１］针对连续时间情形下最

优投资选择 问 题 已 经 进 行 了 研 究，文 献［２］探 究 了

值函数的闭型解，并提出了最优投资－消费决策。
上述文献报道均是最优投资消费问题，但在实

际生活中，人们可通过工作获得劳动收入，还可合
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理地投资从而增加财富，使得退休后的生活更有保

障。把收入、闲暇和退休引入模型才可使投资－消费

组合模型更 贴 合 实 际。文 献［３－４］考 虑 了 劳 动 收 入

是随机情形时的消费、投资、闲暇和退休问题，均采

用鞅方法解 决 最 优 投 资 消 费 问 题。文 献［５］在 使 用

动态规划法 解 决 投 资 消 费 问 题 时，推 广 了 文 献［４］
的结果，并验证了鞅方法和动态规划法得到的解的

等价 性。文 献 ［６］运 用α－极 大 极 小 期 望 ＣＥＳ
（ｃｏｎｓｔａｎｔ　ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ　ｏｆ　ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎ）效用模型，研究

了代理人的最优消费、闲暇、投资组合和退休选择的

问题，其中区别了含糊与含糊态度。文献［７］考察了

一个带有ＣＥＳ型代理人的最优投资消费、闲暇和退

休选择问题，代 理 人 可 通 过 消 费 和 闲 暇 获 得 效 用，
并在高于一个最低劳动时间后可以灵活地安排劳动

和闲暇时间。文 献［８］研 究 了 带 有 生 存 约 束 的 代 理

人的最优投资 消 费、闲 暇 和 自 愿 退 休 的 问 题，运 用

动态规划原理，给出了最优决策和值函数。文献［９］
考察了在Ｋｎｉｇｈｔ不 确 定 下３种 借 款 约 束 情 形 及 保

险和退休的最优消费投资决策。
通货膨胀（简称通胀）是一种无法避免的宏观经

济风险。面对通胀带来的压力，许多管理人重新调

整了投资组合，许多学者也在原来的最优投资－消费

组合的基础上，考虑了通胀对投资－消费的影响。文

献［１０］证明了通胀对代理人的经济活动有重要的影

响。通胀会带来物价的上涨，导致代理人可以购买

的消费品减少，消 费 效 用 降 低。因 此，代 理 人 需 通

过减少消费、增 加 投 资 来 应 对 通 胀。文 献［１１］研 究

了消费篮子价格完全可观察和部分可观察两种情况

的通胀环 境 下 的 最 优 消 费 和 最 优 投 资 决 策。文 献

［１２］考察了 通 胀 环 境 下，一 个 可 投 资 于 现 金、名 义

债券和股票的幂效用投资者的最优资产配置。文献

［１３］分析了在跳扩散环境下，通胀因素和跳对投资

者资产配置的影响。文献［１４］研究了投资者在通胀

环境下带 递 归 效 用 的 最 优 消 费 和 投 资 问 题。文 献

［１５］基于连续时间均值－方差框架，探究了通胀影响

下投资终止时间不确定的最优投 资 组 合 选 择 问 题．
文献［１６］运用了随机分析、动态规划原理 和 鲁 棒 控

制方法，研究了在通胀和模型不确 定 下 投 资 者 的 最

优消费和投资组合问题。
为考察代理人在通胀环境下的最优投资－消费、

闲暇和自愿退休问题，本文在文献［１７］的基础上引

入了通胀因素，运用动态规划原理，通过求解优化

问 题 值 函 数 所 满 足 的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ－Ｊａｃｏｂｉ－Ｂｅｌｌｍａｎ
（ＨＪＢ）方 程，获 得 值 函 数 的 解 析 解 和 关 于 投 资－消
费、闲暇和自愿退休的最优决策。

１　模型建立

在完备的金融市场中，设（Ω，Ｆ，Ｆ｛ ｝ｔ　ｔ≥０，Ｐ）为

一个带 有 Ｗｉｅｎｅｒ过 程 （）Ｗ　ｔ 的 带 流 概 率 空 间，代

理人可以将财富投资于两种资 产：一 种 是 名 义 利 率

为Ｒ的无风险资产，如债券；另 一 种 是 预 期 收 益 率

为μｓ 和波动率为σｓ＞０的风险资产，如股票。无风

险资 产 名 义 价 格 ＢＮ（）ｔ 与 风 险 资 产 名 义 价 格

ＳＮ（）ｔ 分别满足式（１）和（２）。

ｄＢＮ（）ｔ
ＢＮ（）ｔ

＝Ｒｄｔ （１）

ｄＳＮ（）ｔ
ＳＮ（）ｔ

＝μｓｄｔ＋σｓｄ （）Ｗ　ｔ （２）

居民消费价格指数（ＣＰＩ）是度量通胀的重要指

标，其是衡量所选定的一篮子消 费 品 购 买 价 格 的 指

数。文献［１０］中投资者的消费篮子指代几种消费品

及其权重。本文 为 了 简 化，忽 略 了 多 维 的 情 况，直

接考虑消费篮子中物品价格的加权和，即消费篮子

价格。消费篮子价格的动力学表达式如式（３）所示。

ｄ （）Ｐ　ｔ
（）Ｐ　ｔ ＝μｐｄｔ＋σｐｄ （）Ｗ　ｔ （３）

式中：μｐ 为预期通胀率；σｐ ＞０为波动率。
设ＸＮ（）ｔ 为 代 理 人 在 时 刻ｔ的 名 义 财 富 量，

πＮ（）ｔ 为代理人在时刻ｔ投资于风险资产的名义资

金额，则ＸＮ（）ｔ－πＮ（）ｔ 为代理人投资于无风险资

产的名义资金额，ｃＮ（）ｔ 为代理人在时刻ｔ的名义消

费率，且ｃＮ（）ｔ ＞０，ｗＮ（）ｔ 为名义工资率。
参照文献［１７］，代理人的闲暇可分为退休前和

退休后两个部分。在退休前，ｌｔ为控制变量，表示时

刻ｔ的闲暇率；在退休 后，代 理 人 可 尽 情 地 享 受 闲

暇，此时劳动率与闲暇率的总和为常数Ｌ－ ，则Ｌ－ －
ｌｔ 为代理人在时刻ｔ的劳动率，可获得ｗＮ（）ｔ （Ｌ

－
－

ｌｔ）的名义劳动收入。设Ｌ为退休前的最大闲暇率，

则退休前为保住工作，代理人的工作率至少为Ｌ－ －
Ｌ。设τ为对应自愿退 休 时 间 的 停 时，选 择 退 休 意

味着放弃劳动收入，则闲暇率如式（４）所示。

ｌｔ＝
０≤ｌｔ≤Ｌ＜Ｌ

－，０≤ｔ＜τ·

Ｌ－，ｔ≥
烅
烄

烆 τ
（４）

且名义财富过程满足

ｄＸＮ（）ｔ ＝πＮ（）ｔ
ｄＳＮ（）ｔ
ＳＮ（）ｔ

＋ ＸＮ（）ｔ－πＮ（）（ ）ｔ ·

ｄＢＮ（）ｔ
ＢＮ（）ｔ

－ｃＮ（）ｔ　ｄｔ＋ｗＮ（）ｔ　Ｌ
－
－ｌ（ ）ｔ ｄｔ （５）

０３８
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设Ｘｔ 表示代理人在时刻ｔ的真实财富量，则

Ｘｔ＝ＸＮ（）ｔ
（）Ｐ　
ｔ
（）ｔ

根据伊藤公式可得

ｄ １
（）（ ）Ｐ　ｔ ＝－ １

（）Ｐ　ｔ μｐ－σ
２（ ）ｐ ｄｔ＋σｐｄ （）｛ ｝Ｗ　ｔ

（６）

设πｔ 表示代理人在时刻ｔ投资于风险资产的真

实资金额，ｃｔ表示代理人在时刻ｔ的真实消费率，且

ｃｔ＞０，则 Ｘｔ、πｔ 和ｌｔ 适 应 于 Ｆ ｝｛ｔ　ｔ≥０ ，且 满 足

∫
ｔ

０
π２ｓｄｓ＜∞ ，∫

ｔ

０
ｃｓｄｓ＜∞ ，∫

ｔ

０
ｌｓｄｓ＜∞ ，ｔ≥０，ｓ为

时间变量。
考虑到模型简化和代理人心理，假设真实工资

率为常数ｗ；不受通胀的影响，则名义工资率满足

ｗＮ（）ｔ ＝ｗ· （）Ｐ　ｔ 。
真实财富过程满足

ｄＸｔ＝ＸＮ（）ｔ　ｄ
１
（）（ ）Ｐ　ｔ ＋ １

（）（ ）Ｐ　ｔ ｄＸＮ（）ｔ＋

ｄＸＮ（）ｔ　ｄ
１
（）（ ）Ｐ　ｔ ＝ ［Ｒ－μｐ＋σ

２（ ）ｐ Ｘｔ＋

μｓ－Ｒ－σｓσ（ ）ｐ πｔ－ｃｔ＋ｗ　Ｌ
－
－ｌ（ ）ｔ ］ｄｔ＋

πｔσｓ－Ｘｔσ（ ）ｐ ｄ （）Ｗ　ｔ ，Ｘ０ ＝ｘ＞－ｗＬ
－

ｒ０
（７）

式中：Ｘ０ 为零时刻财富水平；ｘ为零时刻财富水平

的具体数值。
设ＢＮ（）ｔ 为代理人在时刻ｔ的名义无风险资产

价格， （）Ｂ　ｔ 为代理人在时刻ｔ的真实无风险资产价

格，则

（）Ｂ　ｔ ＝ＢＮ（）ｔ
（）Ｐ　
ｔ
（）ｔ

ｄ （）Ｂ　ｔ
（）Ｂ　ｔ ＝ Ｒ－μｐ＋σ

２（ ）ｐ ｄｔ－σｐｄ （）Ｗ　ｔ （８）

设风险的市场价格θ＝μｓ－Ｒ－σｓσｐσｓ
，则真实

利率为

ｒ０ ＝Ｒ－μｐ＋σ
２
ｐ＋θσｐ （９）

ｗＬ－

ｒ０
表示代理人未来的劳动收入折现到现在的

价值，若其财富水平不低于－ｗＬ
－

ｒ０
，则可以消费和

投资。

２　优化问题

为使消费和闲暇都能得到满足，根据文献［３－４，

１７］中定义的效用函数，本文引入Ｃｏｂｂ－Ｄｏｕｇｌａｓ效

用函数，如式（１０）所示。

ｕ　ｃ，（ ）ｌ ：＝
１
α
· ｃ

αｌ１－（ ）α １－γ

１－γ
，０＜α＜１，

γ＞０且γ≠１ （１０）

式中：γ为相对 风 险 厌 恶 系 数；α为 一 个 常 数 参 数，

用来度量代理人的消费在就业阶段中的份额。若定

义γ１：＝１－α１－（ ）γ ，则Ｃｏｂｂ－Ｄｏｕｇｌａｓ效用函数

可写为

ｕ　ｃ，（ ）ｌ ＝
ｃ１－γ１ｌγ１－γ
１－γ１

（１１）

期望折现 效 用 的 最 大 化 为 模 型 中 代 理 人 的 目

标，则

（）Ｖ　ｘ ＝ ｍａｘ
ｃ，ｌ，π，（ ）τ ∈ （）Ａ　ｘ

Ｅ∫
∞

０
ｅ－ρｔｕ　ｃｔ，ｌ（ ）ｔ ｄ［ ］ｔ ＝

ｍａｘ
ｃ，ｌ，π，（ ）τ ∈ （）Ａ　ｘ

Ｅ∫
τ

０
ｅ－ρｔｕ　ｃｔ，ｌ（ ）ｔ ｄｔ＋ｅ－ρτＵ　Ｘ（ ）［ ］τ

（１２）

式中：主观折 现 率ρ＞０； （）Ａ　ｘ 为 所 有 允 许 策 略

ｃ，ｌ，π，（ ）τ 的集 合 且 ［Ｅ∫
τ

０
ｅ－ρｔｕ－ ｃｔ，ｌ（ ）ｔ ｄｔ＋ｅ－ρτＵ－

Ｘ（ ）］τ ＜ ∞，其中ｕ－：＝ｍａｘ －ｕ，（ ）０ 。

假设１

Ｋ：＝ｒ０＋ρ－ｒ０γ ＋γ－１２γ２θ
２ ＞０

Ｋ１：＝ｒ０＋ρ－ｒ０γ１ ＋γ１－１２γ２１
θ２ ＞０ （１３）

由于式（１２）中 退 休 后 的 值 函 数Ｕ（）· 和 经 典

Ｍｅｒｔｏｎ问题类似，参照文献［１７］，定义退休后的值

函数为

Ｕ　Ｘ（ ）τ ＝
Ｌ－γ１－γ

Ｋγ１１ １－γ（ ）１
Ｘ１－γ１τ

定义二次方程为

ｆ（ｋ）：＝ １２θ
２ｋ２＋ ρ－ｒ０＋

１
２θ（ ）２　ｋ－ｒ０ ＝０

（１４）

该方程有两个根ｋ＋＞０和ｋ－＜－１。

在假设１下，值函数有如下表达式

１３８
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　　命题１

（）Ｖ　ｘ ＝

ｗα
１－（ ）α

－ γ１－（ ）γ ｒ０－１２θ
２ｋ－

ρ
Ａ２ξ－γ

ｋ－－γ＋ １
Ｋ １－γ（ ）１ ξ

１－
熿

燀

燄

燅
γ ，－ｗＬ

－

ｒ０ ＜
ｘ＜ｘ

～

Ｌγ１－γ ｒ０－
１
２θ

２ｋ＋

ρ
Ｂ１ζ－γ１

ｋ＋－γ１＋
ｒ０－１２θ

２ｋ－

ρ
Ｂ２ζ－γ１

ｋ－－γ１＋ １
Ｋ１ １－γ（ ）１ ζ

１－γ
熿

燀

燄

燅
１
，ｘ～ ≤ｘ＜ｘ

－

Ｌ－γ１－γ
Ｋγ１１ １－γ（ ）１

ｘ１－γ１，ｘ≥ｘ

烅

烄

烆
－

（１５）

式中：ｘ～ 为闲暇率达到Ｌ时，与消费边界ｃ～ 对应的

临界财富水平；ｘ－ 为与最优退休时间τ对 应 的 临 界

财富水平；ｘ－ 由式（１６）确定；ｃ～，Ｂ１，Ｂ２，Ａ２ 和ｘ～ 如

式（１７）～（２１）所 示；ξ和ζ 分 别 为 式（２２）和（２３）
的解。

１
２θ

２　ｋ＋－ｋ（ ）＿

ρ
Ｂ１Ｋ－γ１ｋ＋１

Ｌ－（ ）Ｌ
ｋ＋ γ１－（ ）γ

ｘ－－γ１ｋ＋ ＝

ｒ０－１２θ
２ｋ＿

ρ
－ １
１－γ

烄

烆

烌

烎１
１－ Ｌ－（ ）Ｌ

－
γ１－γ
γ（ ）１　 ｘ－＋

ｒ０－１２θ
２ｋ－

ρ

ｗ Ｌ－

Ｌ－（ ）Ｌ
ｒ０

（１６）

ｃ～ ＝ ｗα
１－（ ）αＬ （１７）

Ｂ１ ＝ ρｃ
～γ１ｋ＋

１
２θ

２　ｋ＋－ｋ（ ）－

ｒ０－１２θ
２ｋ－

ρ
１
αＫ －

１
Ｋ（ ）１ ｃ～－ｗＬｒ｛ ｝０

＋ １
１－γ１

１
Ｋ１－

１（ ）Ｋ ｃ
熿

燀

燄

燅
～ （１８）

Ｂ２ ＝
ρＫγ１ｋ－１

Ｌ－（ ）Ｌ
－ｋ＿ γ１－（ ）γ

１
２θ

２　ｋ＋－ｋ（ ）＿
－
ｒ０－１２θ

２ｋ＋

ρ
１－ Ｌ－（ ）Ｌ

－
γ１－γ
γ（ ）１　 ｘ－＋ｗ　Ｌ

－
－（ ）Ｌ
ｒ［ ］０

＋ １
１－γ１

１－ Ｌ－（ ）Ｌ
－
γ１－γ
γ（ ）１ ｘ烅

烄

烆
烍
烌

烎
－ ｘ－γ１ｋ＿

（１９）

Ａ２ ＝Ｂ２ｃ
～－ｋ－ γ１－（ ）γ － ρｃ

～γｋ－

１
２θ

２　ｋ＋－ｋ（ ）－

ｒ０－１２θ
２ｋ＋

ρ
１
Ｋ１－

１
α（ ）Ｋ ｃ～＋ｗＬｒ｛ ｝０

＋ １
１－γ１

１
Ｋ－

１
Ｋ（ ）１ ｃ

熿

燀

燄

燅
～ （２０）

ｘ～ ＝Ａ２ｃ
～－γｋ－ ＋ １αＫ

ｃ～－ｗＬ
－

ｒ０ ＝
Ｂ１ｃ

～－γ１ｋ＋ ＋Ｂ２ｃ
～－γ１ｋ－ ＋ １Ｋ１

ｃ～－ｗ　Ｌ
－
－（ ）Ｌ
ｒ０

（２１）

ｘ＝Ａ２ξ－γ
ｋ－ ＋ １αＫξ－

ｗＬ－

ｒ０
（２２）

ｘ＝Ｂ１ζ－γ１
ｋ＋ ＋Ｂ２ζ－γ１

ｋ－ ＋ １Ｋ１ζ－
ｗ　Ｌ

－
－（ ）Ｌ
ｒ０

（２３）

证明：退休前将控制变量ｌ分为两部分：闲暇率ｌｔ 为一个控制变量，闲暇率ｌｔ 为常数Ｌ 。
当０≤ｔ＜τ，０≤ｌ＜Ｌ时，优化问题的 ＨＪＢ方程可写为

ρ （）Ｖ　ｘ ＝ ｍａｘ
ｃ，ｌ，（ ）π

ｘ　Ｒ－μｐ＋σ
２（ ）ｐ ＋πμｓ－Ｒ－σｓσ（ ）ｐ －ｃ＋ｗ　Ｌ

－
－（ ）［ ］ （）ｌ　Ｖ′ｘ ＋

１
２ πσｓ－ｘσ（ ）ｐ ２ （）Ｖ″ｘ ＋ｃ

１－γ１ｌγ１－γ
１－γ

烅
烄

烆
烍
烌

烎１

（２４）

由一阶条件，可得

２３８
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ｃ＊ ＝ ｗα
１－（ ）α

－
γ１－γ
γ

（）（ ）Ｖ′ｘ －１γ

ｌ＊ ＝ ｗα
１－（ ）α

－
γ１
γ

（）（ ）Ｖ′ｘ －１γ

ｃ＊
ｌ＊ ＝

ｗα
１－α

π＊ ＝ｘσｐσｓ －
θ
σｓ

（）Ｖ′ｘ
（）

烅

烄

烆 Ｖ″ｘ

（２５）

将式（２５）代入 ＨＪＢ方程（２４），可得

ρ （）Ｖ　ｘ ＝ ｒ０ｘ＋ｗＬ（ ）
－

（）Ｖ′ｘ －１２θ
２ （）（ ）Ｖ′ｘ　 ２

（）Ｖ″ｘ ＋

γ
１－γ１

ｗα
１－（ ）α

－
γ１－γ
γ

（）（ ）Ｖ′ｘ －１－γγ （２６）

假设财富函数ｃ　＝ （）Ｃ　ｘ ， （）Ｘ　ｃ ＝Ｃ－１（）ｘ ，则

（）Ｖ′ｘ ＝ ｗα
１－（ ）α

－ γ１－（ ）γ

· （）Ｃ　ｘ －γ

（）Ｖ″ｘ ＝－γ ｗα
１－（ ）α

－ γ１－（ ）γ

· （）Ｃ　ｘ －γ－１

（）

烅

烄

烆 Ｘ′ｃ
（２７）

把式（２７）代入式（２６），得

ρ （）（ ）Ｖ　Ｘ　ｃ ＝ ｗα
１－（ ）α

－ γ１－（ ）γ

·

ｒ０ （）Ｘ　ｃ ＋ｗＬ（ ）
－ ｃ－γ＋１２γθ

２ｃ１－γ （）Ｘ′ｃ ＋ γ
１－γ１

ｃ１－［ ］γ
（２８）

两边关于ｃ求导，得

１
２γθ

２ｃ２ （）Ｘ″ｃ ＋ ｒ０－ρ＋
１－γ
２γθ（ ）２ （）ｃＸ′ｃ －

ｒ０γ （）Ｘ　ｃ ＋γα
ｃ－γｗＬ

－
＝０ （２９）

式（２９）的解如式（３０）所示。

Ｘ　ｃ；Ａ（ ）２ ＝Ａ２ｃ－γｋ－ ＋
１
αＫ
ｃ－ｗＬ

－

ｒ０
（３０）

式中：ｋ－＜－１为方程（１４）的一个根。

将式（３０）代入式（２８），得

（）Ｖ　ｘ ＝ ｗα
１－（ ）α

－ γ１－（ ）［
γ ｒ０－１２θ

２ｋ－

ρ
Ａ２ξ－γ

ｋ－－γ＋

１
Ｋ １－γ（ ）１ ξ

１－ ］γ （３１）

式中：ξ为式（２２）的解．
当０≤ｔ＜τ，ｌ＝Ｌ时，优化问题的ＨＪＢ方程可

写为

ρ （）Ｖ　ｘ ＝ ｍａｘ
ｃ，（ ）π

［ｘ　Ｒ－μｐ＋σ
２（ ）ｐ ＋πμｓ－Ｒ－σｓσ（ ）ｐ －

ｃ＋ｗ　Ｌ
－
－（ ）Ｌ ］ （）Ｖ′ｘ ＋

１
２ πσｓ－ｘσ（ ）ｐ ２ （）Ｖ″ｘ ＋ｃ

１－γ１Ｌγ１－γ
１－γ

烅

烄

烆

烍

烌

烎１

（３２）

由一阶条件，可得

ｃ＊ ＝Ｌ
γ１－γ
γ （）（ ）Ｖ′ｘ －１γ１

π＊ ＝ｘσｐσｓ －
θ
σｓ

（）Ｖ′ｘ
（）

烅
烄

烆 Ｖ″ｘ
（３３）

同理，可 得 式（３２）的 解 和 值 函 数 如 式（３４）和

（３５）所示。

Ｘ　ｃ；Ｂ１，Ｂ（ ）２ ＝

Ｂ１ｃ－γ１ｋ＋ ＋Ｂ２ｃ－γ１ｋ－ ＋ １Ｋ１
ｃ－ｗ　Ｌ

－
－（ ）Ｌ
ｒ０

（３４）

（）Ｖ　ｘ ＝Ｌγ１－ ［γ
ｒ０－１２θ

２ｋ＋

ρ
Ｂ１ζ－γ１

ｋ＋－γ１＋

ｒ０－１２θ
２ｋ－

ρ
Ｂ２ζ－γ１

ｋ－－γ１＋ １
Ｋ１ １－γ（ ）１ ζ

１－γ ］１
（３５）

式中：ζ为式（２３）的解．
为确定系数Ａ２ 、Ｂ１ 、Ｂ２ 、ｃ

～ 和ｃ－ 对应的边界ｘ～

和ｘ－ ：第一，在ｘ＝ｘ
～ 处考虑值函数Ｖ（）· 的价值匹

配条件，则

Ｖ′ｘ（）
～
＝ ｗα
１－（ ）α

－ γ１－（ ）γ

·ｃ～－γ ＝Ｌγ１－γ·ｃ
～－γ１

简化得ｃ～ ＝ ｗα
１－（ ）αＬ 。

在ｘ＝ｘ
～ 处考虑 （）Ｖ″ｘ 的连续性，得

Ｖ″ｘ（）
～
＝－γ ｗα

１－（ ）α
－ γ１－（ ）γ

· ｃ～－γ－１

Ｘ′ｃ～；Ａ（ ）２
＝

－γ１Ｌγ１－γ· ｃ～－γ１－１

Ｘ′ｃ～；Ｂ１，Ｂ（ ）２

简化得γ１Ｘ′ｃ
～；Ａ（ ）２ ＝γＸ′ｃ

～；Ｂ１，Ｂ（ ）２ 。

将式（３０）和（３４）求导，代入上式，得

－γ１γｋ－Ａ２ｃ
～－γｋ－ ＋γ１αＫ

ｃ～ ＝－γ１γｋ＋Ｂ１ｃ
～－γ１ｋ＋ －

γ１γｋ－Ｂ２ｃ
～－γ１ｋ－ ＋ γＫ１

ｃ～ （３６）

若定义ｘ～ 如式（２１）所示，则

３３８
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Ａ２ｃ
～－γｋ－ ＋ １αＫ

ｃ～ ＝Ｂ１ｃ
～－γ１ｋ＋ ＋Ｂ２ｃ

～－γ１ｋ－ ＋ １Ｋ１
ｃ～＋ｗＬｒ０
（３７）

在ｘ＝ｘ
～ 处考虑Ｖ（）· 的连续性，得

Ｖ　ｘ（）
～
＝ ｗα
１－（ ）α

－ γ１－（ ）γ ｒ０－１２θ
２ｋ－

ρ
Ａ２ｃ

～－γｋ－－γ＋ １
Ｋ １－γ（ ）１

ｃ～１－
熿

燀

燄

燅
γ ＝

Ｌγ１－γ ｒ０－
１
２θ

２ｋ＋

ρ
Ｂ１ｃ

～－γ１ｋ＋－γ１＋
ｒ０－１２θ

２ｋ－

ρ
Ｂ２ｃ

～－γ１ｋ－－γ１＋ １
Ｋ１ １－γ（ ）１

ｃ～１－γ
熿

燀

燄

燅
１

即

ｒ０－１２θ
２ｋ－

ρ
Ａ２ｃ

～－γｋ－ ＝
ｒ０－１２θ

２ｋ＋

ρ
Ｂ１ｃ

～－γ１ｋ＋ ＋
ｒ０－１２θ

２ｋ－

ρ
Ｂ２ｃ

～－γ１ｋ－ ＋ １
１－γ１

１
Ｋ１－

１（ ）Ｋ ｃ～ （３８）

由式（３６）～（３８）可知，若可知Ｂ２ ，则可求得式（１８）中的Ｂ１ 和式（２０）中的Ａ２ 。

第二，在ｘ＝ｘ
－ 处考虑值函数Ｖ（）· 的光滑粘贴条件，则

Ｖ′ｘ（）
－
＝Ｌγ１－γｃ

－－γ１ ＝Ｌ
－γ１－γ

Ｋγ１１
ｘ－－γ１

简化得

ｃ－ ＝Ｋ１ Ｌ－（ ）Ｌ
－
γ１－γ
γ１　ｘ－ （３９）

由式（３４）定义

ｘ－：＝Ｂ１ｃ
－－γ１ｋ＋ ＋Ｂ２ｃ

－－γ１ｋ－ ＋ １Ｋ１
ｃ－－ｗ　Ｌ

－
－（ ）Ｌ
ｒ０

（４０）

将式（３９）代入式（４０），可得

Ｂ１Ｋ１ －γ１ｋ＋ Ｌ－（ ）Ｌ
ｋ＋ γ１－（ ）γ

ｘ－－γ１ｋ＋ ＋Ｂ２Ｋ１ －γ１ｋ－ Ｌ－（ ）Ｌ
ｋ－ γ１－（ ）γ

ｘ－－γ１ｋ－ ＝ １－ Ｌ－（ ）Ｌ
－
γ１－γ
γ［ ］１　 ｘ－＋ｗ　Ｌ

－
－（ ）Ｌ
ｒ０

（４１）

在ｘ＝ｘ
－ 处考虑Ｖ（）· 的连续性，得

Ｌγ１－γ ｒ０－
１
２θ

２ｋ＋

ρ
Ｂ１ｃ

－－γ１ｋ＋－γ１＋
ｒ０－１２θ

２ｋ－

ρ
Ｂ２ｃ

－－γ１ｋ－γ１＋ １
Ｋ１ １－γ（ ）１

ｃ－１－γ
熿

燀

燄

燅
１ ＝

Ｌ－γ１－γ
Ｋγ１１ １－γ（ ）１

ｘ－１－γ１ （４２）

将式（３９）代入式（４２），可得

ｒ０－１２θ
２ｋ＋

ρ
Ｂ１Ｋ１ －γ１ｋ＋ Ｌ－（ ）Ｌ

ｋ＋ γ１－（ ）γ

ｘ－－γ１ｋ＋ ＋
ｒ０－１２θ

２ｋ－

ρ
Ｂ２Ｋ１ －γ１ｋ－ Ｌ－（ ）Ｌ

ｋ－ γ１－（ ）γ

ｘ－－γ１ｋ－ ＝

１
１－γ（ ）１ １－ Ｌ－（ ）Ｌ

－
γ１－γ
γ［ ］１　 ｘ－ （４３）

　　由式（４１）和（４３）可得Ｂ２ 。

综上所述，值函数Ｖ（）· 与系数ｃ～、Ｂ１、ｘ
－、Ｂ２、

Ａ２ 和ｘ～ 都已证明得到，证毕。
命题２

ｃ＊ｔ ＝

ξ，－
ｗＬ－

ｒ０ ＜
Ｘｔ＜ｘ

～

ζ，ｘ
～
≤Ｘｔ＜ｘ

－

Ｋ１Ｘｔ，Ｘｔ≥ｘ

烅

烄

烆
－

４３８
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ｌ＊ｔ ＝

１－α
ｗ（ ）α ξ，－

ｗＬ－

ｒ０ ＜
Ｘｔ＜ｘ

～

Ｌ，ｘ～ ≤Ｘｔ＜ｘ
－

Ｌ－，Ｘｔ≥ｘ

烅

烄

烆
－

π＊ｔ ＝

θ
γσｓ

－γｋ－Ａ２ξ－γ
ｋ－ ＋ １αＫ（ ）ξ ＋Ｘｔσｐσｓ ，－ｗＬ

－

ｒ０ ＜

Ｘｔ＜ｘ
～

θ
γ１σｓ

－γ１ｋ＋Ｂ１ζ－γ１
ｋ＋ －γ１ｋ－Ｂ２ζ－γ１

ｋ－ ＋１Ｋ１（ ）ζ ＋
Ｘｔσｐ
σｓ
，ｘ～ ≤Ｘｔ＜ｘ

－

θ＋γ１σｐ
γ１σｓ

Ｘｔ，Ｘｔ≥ｘ

烅

烄

烆
－

τ＊ ＝ｉｎｆ　ｔ≥０：Ｘｔ≥ｘ｛ ｝
－

式中：ξ和ζ为式（４４）和（４５）的解。

Ｘｔ＝Ａ２ξ－γ
ｋ－ ＋ １αＫξ－

ｗＬ－

ｒ０
（４４）

Ｘｔ＝Ｂ１ζ－γ１
ｋ＋ ＋Ｂ２ζ－γ１

ｋ－ ＋ １Ｋ１ζ－
ｗ　Ｌ

－
－（ ）Ｌ
ｒ０

（４５）

证明：根据一阶条件（２５）和（３３），可得定理中

的最优消费、闲 暇、投 资 决 策。根 据 命 题１中 的 式

（２３），可得代理人在时刻ｔ的财富Ｘｔ，证毕。

３　数值模拟与经济学分析

为更好地分析财富水平和通胀因素对消费与投

资的影 响，本 文 结 合 文 献［７－１１］中 的 数 据，利 用

Ｍａｔｌａｂ进行了数值模拟。

３．１　财富水平对消费和投资的影响

模拟时，依据命 题２将 财 富 水 平 对 消 费 和 投 资

的影响分为３个阶段：－ｗＬ
－

ｒ０ ＜
Ｘｔ＜ｘ

～ 、ｘ～ ＜Ｘｔ＜

ｘ－ 和Ｘｔ≥ｘ
－ 。相关参数设置：ｗ＝０．４，Ｌ＝０．８，Ｌ

－

＝１．０，α＝０．５，Ｒ＝０．０３，ρ＝０．０７，μｓ ＝０．０９，

σｓ ＝０．２，μｐ ＝０．０３５，σｐ ＝０．０６５。在其他参数不

变的 情 况 下，仅 仅 考 虑 相 对 风 险 厌 恶 系 数γ的 改

变，所得的财富水平Ｘｔ 对最优消费Ｃｔ 和最优投资

π的影响如图１和２所示。
由图１可 知：相 对 风 险 厌 恶 系 数 越 大，越 厌 恶

风险的投资者消费相对更低，可适当控制消费；消

费的整体趋势均是单调增加的，这是由于随着财富

的积累，消 费 水 平 随 之 提 高；在 财 富 水 平 达 到［－
４０，－２０］之 间 时，出 现 了 一 个 向 上 的 跳，这 是 由

　　

图１　财富水平Ｘｔ 对最优消费Ｃｔ 的影响

Ｆｉｇ．１　Ｅｆｆｅｃｔ　ｏｆ　ｗｅａｌｔｈ　ｌｅｖｅｌ　Ｘｔｏｎ　ｏｐｔｉｍａｌ　ｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ　Ｃｔ

图２　财富水平Ｘｔ 对最优投资π的影响

Ｆｉｇ．２　Ｅｆｆｅｃｔ　ｏｆ　ｗｅａｌｔｈ　ｌｅｖｅｌ　Ｘｔｏｎ　ｏｐｔｉｍａｌ　ｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔπ

于第２阶段时，代理人闲暇达到了退休前的最大且

固定，工作时间也相对固定，收入稳定可增加消费。

在第２阶段和第３阶段之间出 现 了 一 个 向 下 的 跳，
这是由于代理人已经退休，没有了收入来源，此阶

段投资者更愿意将所持有的资产用于风险资产的投

资，以期获得更多的财富，减少了消费。

由图２可 知：对 风 险 更 加 厌 恶 的 投 资 者，会 将

更少的财富投资于风险资产上；投资的整体趋势均

是单调增加的，这是由于随着财富的积累，投资随

之增加。在第１阶段和第２阶段之间出现了一个向

上的跳，这是由于在第２阶段代理人具有稳定的收

入，财富的逐渐积累使其可以增加投资。在第２阶

５３８
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段和第３阶段之间出现了一个向下的跳，这是由于

代理人已经退休，没有了收入来源，增加投资会不

利于未来 的 消 费，因 此 投 资 会 出 现 一 个 大 幅 度 的

下降．
３．２　通胀波动率对消费和投资的影响

根据命题２，通胀波动率σｐ 对最优投资π和最

优消费Ｃｔ 的影 响 同 样 分 为３个 阶 段：第１阶 段 为

－ｗＬ
－

ｒ０ ＜
Ｘｔ＜ｘ

～ ，此阶段代理人的劳动供给量与闲

暇可以由代理人自由分配；第２阶 段 为ｘ～ ＜Ｘｔ ＜

ｘ－，此阶段代理人的闲暇达到退休前的最大，此时收

入为定值ｗ　Ｌ
－
－（ ）Ｌ ；第３阶段为Ｘｔ≥ｘ

－ ，此阶段

代理人 已 经 退 休。相 关 参 数 设 置：ｗ ＝１．２；Ｌ ＝
０．２，Ｌ－ ＝３．５，α＝０．０５，Ｒ＝０．０７，ρ＝０．０５，

μｓ ＝０．２８，σｓ ＝０．０７５，μｐ ＝０．０８５。在其他参数

不变的情况下，仅仅考虑相对风险厌恶系数γ的改

变，所得的通胀波动率σｐ 最优投资π和对最优消费

Ｃｔ 的影响如图３和４所示。

（ａ）第１阶段

（ｂ）第２阶段

（ｃ）第３阶段

图３　３个阶段通胀波动率σｐ 对最优投资π的影响

Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔ　ｏｆ　ｉｎｆｌａｔｉｏｎ　ｖｏｌａｔｉｌｉｔｙσｐｏｎ　ｏｐｔｉｍａｌ　ｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔ
πｏｆ　ｔｈｒｅｅ　ｓｔａｇｅｓ

（ａ）第１阶段

（ｂ）第２阶段

６３８



　第５期 恽　珍，等：基于通胀的最优投资－消费、闲暇和自愿退休问题

（ｃ）第３阶段

图４　３个阶段通胀波动率σｐ 对最优消费Ｃｔ 的影响

Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｅｃｔ　ｏｆ　ｉｎｆｌａｔｉｏｎ　ｖｏｌａｔｉｌｉｔｙσｐｏｎ　ｏｐｔｉｍａｌ　ｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ
Ｃｔｏｆ　ｔｈｒｅｅ　ｓｔａｇｅｓ

　　由图３（ａ）可知，随着通胀波动率的增加，投资

先增加后减少。投 资 先 增 加 的 原 因：一 方 面 是 通 胀

刚刚出现，代 理 人 心 理 上 认 为 市 场 的 预 期 走 势 好，
增加投资可以增值保值；另一方面是此阶段代理人

的收入不 是 固 定 的，如 果 某 个 时 刻 的 投 资 出 现 亏

损，可通过减少闲暇、增加工作来增加收入，弥补亏

损。之后投资下降是由于通胀波动率的增加，使得

市场的不确定性增强，代理人心理上更加担忧，因

此降低了投资。
由图３（ｂ）可知，随着通胀波动率的增加，投资

一直减少。一方面是此阶段的收入没有前一阶段的

高，可用于投资的财富减少。随着通胀波动率的增

加，市场越来越不稳定，代理人更加担心投资亏损。
另一方面是此阶段收入是个定值，如果某个时刻的

投资出现 亏 损，代 理 人 不 能 通 过 调 节 收 入 弥 补 亏

损。因此第２阶段投资呈现下降的趋势。
由图３（ｃ）可 知，此 阶 段 随 着 通 胀 波 动 率 的 增

加，投资一直增加。这是由于退休之后，财富有一

定的积累，但不会再有收入来源，需要增加投资从

而获得收益．
由图３可 知，相 比 于 对 风 险 厌 恶 更 高 的 代 理

人，对风险厌 恶 更 低 的 代 理 人 而 言，无 论 在 哪 个 阶

段，其投资都会更高。这是由于其会认为市场预期

走势好，将财富更多地投资在风险资产上可获得更

高的收益．
由图４（ａ）可知，随着通胀波动率的增加，消费

先减小后增加。消费先减 小 的 原 因：一 方 面 是 此 时

投资增加的原因另一方面是从消 费 者 的 心 理 来 看，
通胀刚刚出现，消费欲望降低，导致财富购买力的

下降。之后消 费 增 加 的 原 因：一 方 面 是 市 场 波 动 越

来越大，代理人不愿进行更多的投资，用于消费的

资金将会更多；另一方面是当通胀出现时，相同的

货币量消费越晚买到的东西越少。代理人可能提前

消费，提前消费使等量货币价值最大化，因此消费

会增加。
由图４（ｂ）可知，消费水平随着通胀波动率的增

加而增加。这是由于在这个阶段投资随着通胀波动

率增加而减 小，而 代 理 人 在 此 阶 段 收 入 是 个 定 值，
可以适当地增加消费。

由图４（ｃ）可知，这个阶段消费随通胀波动率增

加而持续增加，这是由于退休之后，代理人已经积

累了一定的财富，可以承担更高的消费

由图４可知，相比于对风险厌恶更高的代理人，
对风险厌恶 更 低 的 代 理 人 而 言，无 论 在 哪 个 阶 段，
其消费都会更低。这是由于此时的代理人已经将更

多的财富投资在风险资产，进而消费水平降低。

４　结　语

本文在通胀环境下建立模型，推导了通胀折现

后的财富过程。将代理人的生命周期依据闲暇率分

为３个阶段，在每个阶段建立相应的 ＨＪＢ方程，求

解方程后得出关于投资－消费、闲暇和自愿退休时间

的最优决策。数值模拟分析表明，消费和投资均随

着财富水平增加而增加，在面对变化的通胀波动率

时，代理人为了减小风险、增加收益，在不同的阶段

会选择不同的最优投资消费策略。总体而言，适当

的通胀会刺激投资和消费。
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［１２］ＭＵＮＫ　Ｃ，ＳＯＲＥＮＳＥＮ　Ｃ， ＮＹＧＡＡＲＤ　ＶＩＮＴＨＥＲ　Ｔ．

Ｄｙｎａｍｉｃ　ａｓｓｅｔ　ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ　ｕｎｄｅｒ　ｍｅａｎ－ｒｅｖｅｒｔｉｎｇ　ｒｅｔｕｒｎｓ，

ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ　ｉｎｔｅｒｅｓｔ　ｒａｔｅｓ，ａｎｄ　ｉｎｆｌａｔｉｏｎ　ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ：Ａｒｅ　ｐｏｐｕｌａｒ

ｒｅｃｏｍｍｅｎｄａｔｉｏｎｓ　ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ　ｗｉｔｈ　ｒａｔｉｏｎａｌ　ｂｅｈａｖｉｏｒ？ ［Ｊ］．

Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｒｅｖｉｅｗ　ｏｆ　Ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ　＆ Ｆｉｎａｎｃｅ，２００４，１３（２）：

１４１－１６６．
［１３］费为银，蔡振球，夏 登 峰．跳 扩 散 环 境 下 带 通 胀 的 最 优 动 态 资

产配置［Ｊ］．管理科学学报，２０１５，１８（８）：８３－９４．
［１４］费为银，吕会影，余 敏 秀．通 胀 服 从 均 值 回 复 过 程 的 最 优 消 费

和投资决策［Ｊ］．系统工程学报，２０１４，２９（６）：７９１－７９８．
［１５］姚海祥，伍慧玲，曾 燕．不 确 定 终 止 时 间 和 通 货 膨 胀 影 响 下 风

险资产的最优 投 资 策 略［Ｊ］．系 统 工 程 理 论 与 实 践，２０１４，３４
（５）：１０８９－１０９９．

［１６］费为银，费晨，夏登峰，等．模型不确定下带通胀的最优消费和

投资组合问题研究［Ｊ］．管理工程学报，２０１７，３１（２）：１７７－１８４．
［１７］ＫＯＯ　Ｊ　Ｌ，ＫＯＯ　Ｂ　Ｌ，ＳＨＩＮ　Ｙ　Ｈ．Ａｎ　ｏｐｔｉｍａｌ　ｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔ，

ｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ，ｌｅｉｓｕｒｅ，ａｎｄ　ｖｏｌｕｎｔａｒｙ　ｒｅｔｉｒｅｍｅｎｔ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｗｉｔｈ

Ｃｏｂｂ－Ｄｏｕｇｌａｓ　ｕｔｉｌｉｔｙ：Ｄｙｎａｍｉｃ　ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ　ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ［Ｊ］．

Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　Ｌｅｔｔｅｒｓ，２０１３，２６（４）：４８１－４８６．

（责任编辑：郭小敏）
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［１１］ＰＯＲＷＡＬ　Ｈ，ＴＡＴＡＲＫＯ　Ｐ，ＧＲＡＳＳＯ　Ｓ，ｅｔ　ａｌ．Ｇｒａｐｈｅｎｅ

ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ　ａｌｕｍｉｎａ　ｎａｎｏ－ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ［Ｊ］．Ｃａｒｂｏｎ，２０１３，６４：

３５９－３６９．
［１２］ＮＡＳＳＥＲ　Ａ，ＳＨＩＮＡＧＡＷＡ　Ｋ，ＥＩ－ＨＯＦＹ　Ｈ，ｅｔ　ａｌ．Ｅｎｈａｎｃｉｎｇ

ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　Ｃｏ　ｇｒａｄｉｅｎｔ　ｉｎ　ｎａｎｏ－ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ　ＷＣ－Ｃｏ　ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ

ｇｒａｄｅｄ　ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ　ｕｓｉｎｇ　ｇｒａｐｈｅｎｅ　ａｄｄｉｔｉｖｅｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　ｔｈｅ

Ｃｅｒａｍｉｃ　Ｓｏｃｉｅｔｙ　ｏｆ　Ｊａｐａｎ，２０１６，１２４（１２）：１１９１－１１９８．
［１３］ＫＡＨＮＧ　Ｙ　Ｈ，ＬＥＥ　Ｓ，ＣＨＯＥ　Ｍ，ｅｔ　ａｌ．Ａ　ｓｔｕｄｙ　ｏｆ　ｇｒａｐｈｅｎｅ

ｆｉｌｍｓ　ｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄ　ｏｎ　ｎｉｃｋｅｌ　ｓｕｂｓｔｒａｔｅｓ：Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ａｎｄ　ｏｒｉｇｉｎ　ｏｆ

ｓｍａｌｌ－ｂａｓｅ－ａｒｅａ　ｐｅａｋｓ ［Ｊ］．Ｎａｎｏｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１１，２２（４）：

４５７０６－４５７１４．
［１４］ＳＴＡＮＫＯＶＩＣＨ　Ｓ，ＤＩＫＩＮ　Ｄ　Ａ，ＰＩＮＥＲ　Ｒ　Ｄ，ｅｔ　ａｌ．Ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ　ｏｆ
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ｇｒａｐｈｉｔｅ　ｏｘｉｄｅ［Ｊ］．Ｃａｒｂｏｎ，２００７，４５（７）：１５５８－１５６５．
［１５］崔烨．石墨烯／铜复合 粉 体 的 制 备 及 其 复 合 材 料 的 组 织 与 性 能

［Ｄ］．哈尔滨：哈尔滨工业大学材料科学与工程学院，２０１５：１１２．
［１６］ＹＵＥ　Ｈ　Ｙ，ＹＡＯ　Ｌ　Ｈ，ＧＡＯ　Ｘ，ｅｔ　ａｌ．Ｅｆｆｅｃｔ　ｏｆ　ｂａｌｌ－ｍｉｌｌｉｎｇ

ａｎｄ　ｇｒａｐｈｅｎｅ　ｃｏｎｔｅｎｔｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ａｎｄ　ｆｒａｃｔｕｒｅ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ　ｏｆ　ｇｒａｐｈｅｎｅ　ｎａｎｏｓｈｅｅｔｓ　ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ　ｃｏｐｐｅｒ　ｍａｔｒｉｘ

ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ａｌｌｏｙｓ　ａｎｄ　Ｃｏｍｐｏｕｎｄｓ，２０１７，６９１：

７５５－７６２

（责任编辑：郭小敏）
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